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El estudio de la Matematica Financiera tiene una gran importancia.
Y es aplicable en la vida cotidiana, ya que sirve, por ejemplo, para:

@ Decidir cudl es la inversion mas rentable.

o Elegir la financiacién menos costosa.
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Ejemplo inicial

Ejemplo
Supongamos que colocamos 1.000 euros en un banco que abona
un 8% de interés anual.

Calcular el montante que tendremos al cabo de dos afios en los
siguientes supuestos:
© Los intereses producidos durante el primer afio no se tienen en
cuenta para el cdlculo de los intereses del segundo afo.

© Los intereses producidos durante el primer afio se acumulan al
capital para producir nuevos intereses durante el segundo afio.
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Ejemplo inicial

Co = 1000 euros
8 % anual

En el primer caso: (Interés simple)

Intereses del primer afio: 0.08 - 1000 = 80 euros.
Intereses del segundo ano: 0.08 - 1000 = 80 euros.
Al cabo de dos afios tendremos:

1000 + 80 + 80 = 1160 euros.

En el segundo caso: (Interés compuesto)

Intereses del primer ano: 0.08 - 1000 = 80 euros.
Intereses del segundo afio: 0.08 - (1000 + 80) = 86.4 euros.

Al cabo de dos anos tendremos:
1000 + 80 + 86.4 = 1166.4 euros
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Capitalizaciéon simple
En capitalizacién simple se considera como capital productor de
intereses Unicamente el capital inicial.
Co: capital inicial
i: tanto de interés anual (expresado en tanto por uno).
El montante (capital final) sera:

@ Al cabo de 1 ano :
G =G+ Gi = G(1+1).

@ Al cabo de 2 anos:
G=0G+ Gi= Co(l T i) + Goi = Co(l T 2i).
@ Al cabo de 3 anos:

G=0G+ Gi= Co(l aF 2[) + Goi = Co(l aF 3i).

@ Y asi sucesivamente, al cabo de n afios:
| Co = Co(1+ i) | (= Co+ Coni)
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Capitalizacién compuesta

En capitalizacién compuesta los intereses también se capitalizan,
es decir, se acumulan al capital logrado al principio de cada
periodo (afio, por ejemplo) para producir conjuntamente con éste
nuevos intereses.

Co: capital inicial

i: tanto de interés anual (expresado en tanto por uno).

El montante (capital final) sera:
@ Alcabode 1 afio: G = Co+ Goi = Go(1+1)
o Alcabode2afios: G =G+ Gi=CG(1+i)= G(l+i)?
o Al cabo de 3 afios: G = G+ Gi= G(1+i) = C(1+i)3

@ Y asi sucesivamente, al cabo de n afios: ’ Co=GC(1+1)"
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Las férmulas anteriores de interés simple o compuesto siguen
siendo validas aunque el periodo de capitalizacién no sea el aho
(puede ser, por ejemplo, el mes, el trimestre, etc. ) siempre y
cuando el tanto de interés i esté referido a dicho periodo de
capitalizacion.
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Las férmulas anteriores de interés simple o compuesto siguen
siendo validas aunque el periodo de capitalizacién no sea el aho
(puede ser, por ejemplo, el mes, el trimestre, etc. ) siempre y
cuando el tanto de interés i esté referido a dicho periodo de
capitalizacion.

Por ejemplo, para calcular el montante de un capital en un plazo
de dos meses, puede:

-) usar la férmula referida a meses

o, alternativamente,

-) usar la férmula referida a afios, (Ahora n = 2/12 es fraccionario)
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Las férmulas anteriores de interés simple o compuesto siguen
siendo validas aunque el periodo de capitalizacién no sea el aho
(puede ser, por ejemplo, el mes, el trimestre, etc. ) siempre y
cuando el tanto de interés i esté referido a dicho periodo de
capitalizacion.

Por ejemplo, para calcular el montante de un capital en un plazo
de dos meses, puede:

-) usar la férmula referida a meses

o, alternativamente,

-) usar la férmula referida a afios, (Ahora n = 2/12 es fraccionario)

El interés simple se emplea en operaciones a corto plazo (hasta
un afio).

El interés compuesto se emplea en operaciones a medio y largo
plazo (m3s de un afio).
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Comparando el interés simple y el compuesto

Interés simple en azul. (Representacién de (1 + ni)).
Interés compuesto en rojo. (Representacién de (1 + /)").
i =50% (grande, para que se vea la diferencia).

Corto Plazo Largo Plazo
/s
1.5 y L] /
1.4 /’/ & P
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1.2 /’/// " ///v/
1.z ’/'// a l///
1.1 P s i
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Ejemplo
Determinar el montante de un capital de 2500 euros invertido al
2% trimestral de interés simple durante 5 trimestres.

Usamos la férmula C, = Co(1 + ni), siendo
Co = 2500,

i = 0.02 trimestral y

n =5 trimestres.

i C?

Cn, = 2500(1 +5-0.02) = 2750 euros
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Ejemplo
Determinar el montante de un capital de 30000 euros invertido al
3 % semestral de interés compuesto durante 4 anos.

Usamos la férmula C, = Co(1 + /)", con
Co = 30000,

i = 0.03 semestral y

n = 4 anos = 8 semestres.

i Ch?

C» = 30000(1.03)® = 38003.1 euros
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Ejemplo

Determinar el montante de un capital de 30000 euros invertido al
3 % semestral de interés compuesto durante 4 anos.

Usamos la férmula C, = Co(1 + /)", con
Co = 30000,

i = 0.03 semestral y

n = 4 anos = 8 semestres.

i Ch?

C» = 30000(1.03)® = 38003.1 euros

iA cuanto ascienden los intereses recibidos?
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Ejemplo

Determinar el montante de un capital de 30000 euros invertido al
3 % semestral de interés compuesto durante 4 anos.

Usamos la férmula C, = Co(1 + /)", con
Co = 30000,

i = 0.03 semestral y

n = 4 anos = 8 semestres.

i Ch?

C» = 30000(1.03)® = 38003.1 euros

i A cudnto ascienden los intereses recibidos?
Son la diferencia: 38003.1 — 30000 = 8003.1 euros.
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Ejemplo

¢ Qué cantidad debemos ingresar hoy en el Banco para que dentro
de 4 afos tengamos un montante de 1000 euros si se capitaliza al
5% de interés compuesto anual?

En la férmula C, = Co(1 + /)" tenemos:

C, = 1000,
i = 0.05 anual y
n =4 anos.
('_Co?
C, = Co(l -+ i)" = (= Cn G = C (1 + i)_"
n (1_'_ ) n a
4

Es decir, Cpy = 1000(1.05)~

o sea, | Cp = 822.70 | euros.
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Ejemplo

Determinar el tanto de interés compuesto a que debe invertirse un
capital de 1000 euros para que en 15 anos se obtenga un montante
de 1795 euros.

Usamos la misma férmula, C, = Co(1 + /)", siendo:
Co = 1000,

n =15 afos y

C, = 1795.

ii?

Se tiene:

1795 = 1000(1 + /)** =
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Ejemplo

Determinar el tanto de interés compuesto a que debe invertirse un
capital de 1000 euros para que en 15 anos se obtenga un montante
de 1795 euros.

Usamos la misma férmula, C, = Co(1 + /)", siendo:
Co = 1000,

n =15 afos y

C, = 1795.

ii?

Se tiene:

1795 = 1000(1 + )*®* — (@ +)?®=1795 —
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Ejemplo
Determinar el tanto de interés compuesto a que debe invertirse un

capital de 1000 euros para que en 15 anos se obtenga un montante
de 1795 euros.

Usamos la misma férmula, C, = Co(1 + /)", siendo:
Co = 1000,
n =15 afos y

C,=1795.
ii?
Se tiene:

1795 = 1000(1 + )*®* — (@ +)?®=1795 —

1+i= (1795 — = (17951 —1=10.03977

Por tanto, la tasa de interés es de un 3.98 % anual.
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Ejemplo

En cudnto tiempo se duplica una cantidad de dinero si
estd colocada al 5% de interés compuesto anual?

Usamos la férmula C, = Co(1 + 7)". Tenemos:

Entonces

2Co = Co(1+0.05)" —>
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Ejemplo

En cudnto tiempo se duplica una cantidad de dinero si
estd colocada al 5% de interés compuesto anual?

Usamos la férmula C, = Co(1 + 7)". Tenemos:

Entonces

2Cy = Gp(14+0.05)" = 2=(1.05)"
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Ejemplo

En cudnto tiempo se duplica una cantidad de dinero si
estd colocada al 5% de interés compuesto anual?

Usamos la férmula C, = Co(1 + 7)". Tenemos:

Entonces

2Cy = Gp(14+0.05)" = 2=(1.05)"

log(2)
log(1.05)

Es decir, el capital tarda en duplicarse poco mas de 14 anos.

log(2) = nlog(1.05) = n = =14.21
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Un ejemplo con Bonos del Estado

Ejemplo

Pepe compra Bonos del Estado. Le cuestan 8000 euros. A cambio,
cobrara 12000 cuando pasen 10 afos. ;A qué tanto de interés compuesto
anual estan remunerados tales bonos?
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Un ejemplo con Bonos del Estado

Ejemplo

Pepe compra Bonos del Estado. Le cuestan 8000 euros. A cambio,
cobrara 12000 cuando pasen 10 afos. ;A qué tanto de interés compuesto
anual estan remunerados tales bonos?

12000\ /1°
8000(1+ ) = 12000 = i = <8000> —1 = 4.14%

Ejemplo

Transcurridos tres anos desde que los comprd, Pepe vende sus bonos a
Manolo por 8800 euros. ;jQué tanto de interés ha cobrado realmente
Pepe? ; Qué tanto de interés cobrard Manolo si los mantiene hasta su
vencimiento, siete anos después?

Josefa M. Garcia Herndndez. Las Matematicas en la Economia.



Un ejemplo con Bonos del Estado

Ejemplo

Pepe compra Bonos del Estado. Le cuestan 8000 euros. A cambio,
cobrara 12000 cuando pasen 10 afos. ;A qué tanto de interés compuesto
anual estan remunerados tales bonos?

12000\ /1°
8000(1+ ) = 12000 = i = <8000> —1 = 4.14%

Ejemplo

Transcurridos tres anos desde que los comprd, Pepe vende sus bonos a
Manolo por 8800 euros. ;jQué tanto de interés ha cobrado realmente
Pepe? ; Qué tanto de interés cobrard Manolo si los mantiene hasta su
vencimiento, siete anos después?

Pepe:
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Un ejemplo con Bonos del Estado

Ejemplo

Pepe compra Bonos del Estado. Le cuestan 8000 euros. A cambio,
cobrara 12000 cuando pasen 10 afos. ;A qué tanto de interés compuesto
anual estan remunerados tales bonos?

12000\ /1°
8000(1+ ) = 12000 = i = <8000> —1 = 4.14%

Ejemplo

Transcurridos tres anos desde que los comprd, Pepe vende sus bonos a
Manolo por 8800 euros. ;jQué tanto de interés ha cobrado realmente
Pepe? ; Qué tanto de interés cobrard Manolo si los mantiene hasta su
vencimiento, siete anos después?

Pepe: 8000(1 + /)% =
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Un ejemplo con Bonos del Estado

Ejemplo

Pepe compra Bonos del Estado. Le cuestan 8000 euros. A cambio,
cobrara 12000 cuando pasen 10 afos. ;A qué tanto de interés compuesto
anual estan remunerados tales bonos?

12000\ /1°
8000(1+ ) = 12000 = i = <8000> —1 = 4.14%

Ejemplo

Transcurridos tres anos desde que los comprd, Pepe vende sus bonos a
Manolo por 8800 euros. ;jQué tanto de interés ha cobrado realmente
Pepe? ; Qué tanto de interés cobrard Manolo si los mantiene hasta su
vencimiento, siete anos después?

8800

1/3
- _ 1 = 0
8000) 1=3.23%

Pepe: 8000(1+ i) =8800 = i = <

Josefa M. Garcia Herndndez. Las Matematicas en la Economia.



Un ejemplo con Bonos del Estado

Ejemplo

Pepe compra Bonos del Estado. Le cuestan 8000 euros. A cambio,
cobrara 12000 cuando pasen 10 afos. ;A qué tanto de interés compuesto
anual estan remunerados tales bonos?

12000\ /1°
8000(1+ ) = 12000 = i = <8000> —1 = 4.14%

Ejemplo

Transcurridos tres anos desde que los comprd, Pepe vende sus bonos a
Manolo por 8800 euros. ;jQué tanto de interés ha cobrado realmente
Pepe? ; Qué tanto de interés cobrard Manolo si los mantiene hasta su
vencimiento, siete anos después?

8800

1/3
- _ 1 = 0
8000) 1=3.23%

Pepe: 8000(1+ i) =8800 = i = <

Man.: 8800(1+ /)" =
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Un ejemplo con Bonos del Estado

Ejemplo

Pepe compra Bonos del Estado. Le cuestan 8000 euros. A cambio,
cobrara 12000 cuando pasen 10 afos. ;A qué tanto de interés compuesto
anual estan remunerados tales bonos?

12000\ /1°
8000(1+ ) = 12000 = i = <8000> —1 = 4.14%

Ejemplo

Transcurridos tres anos desde que los comprd, Pepe vende sus bonos a
Manolo por 8800 euros. ;jQué tanto de interés ha cobrado realmente
Pepe? ; Qué tanto de interés cobrard Manolo si los mantiene hasta su
vencimiento, siete anos después?

8800\ /3
12000\ /7

Pepe: 8000(1+ i) =8800 = i = <

Man.: 8800(1+ /)" = 12000 — i = —1=453%
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La prima de riesgo

Cuando Manolo compra los bonos, lo hace a interés del 4.53 %.
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La prima de riesgo

Cuando Manolo compra los bonos, lo hace a interés del 4.53 %.

Supongamos que, en ese mismo momento, el tanto de interés para
los bonos alemanes es del 1.5 %.

La diferencia es 4.53% — 1.5% = 3.03 %.
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La prima de riesgo

Cuando Manolo compra los bonos, lo hace a interés del 4.53 %.

Supongamos que, en ese mismo momento, el tanto de interés para
los bonos alemanes es del 1.5 %.

La diferencia es 4.53% — 1.5% = 3.03 %.

Entonces la prima de riesgo del bono espaiiol con respecto al
aleméan es de 303 puntos basicos.
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Tantos equivalentes en capitalizacion compuesta.

En capitalizacién simple hay proporcionalidad entre los tantos de
interés y los periodos de tiempo a que se refieren, es decir, un 8%
anual es equivalente a un 4% semestral, etc.

Sin embargo, en capitalizacién compuesta no hay proporcionalidad
entre los tantos de interés referidos a distintos periodos de tiempo.
El motivo es la capitalizacién del interés al final del periodo.

Ejemplo

Supongamos por ejemplo que colocamos en el banco 100 euros al
3% semestral.

Al final del primer semestre los intereses producidos serdn de 3
euros y el capital serd de 103 euros.

En el segundo semestre, este capital producird unos intereses de
0.03 - 103 = 3.09 euros.

El total de intereses al final del ano seria 6.09 euros, mientras que
un 6 % anual produciria solamente 6 euros de intereses.
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Tantos equivalentes en capitalizacion compuesta.

Dado un tanto de interés anual /, se llama “tanto equivalente” para
k-ésimos de afio, y se denota como ik, a un tanto tal que se
obtenga el mismo montante capitalizando por afios al tanto i que
capitalizando por k-ésimos de afio al tanto i.

Por ejemplo, un trimestre es un cuarto de afio, o sea, es un
4-ésimo de ano.

Un semestre es medio afio, o sea un 2-ésimo de afo.
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Tantos equivalentes en capitalizacion compuesta.

Ejemplo
Hallar el tanto por trimestres, iz, equivalente a un tanto anual del
12 %.

Supongamos un capital inicial Cy.

Si lo capitalizamos por afios al tanto / = 0.12, al cabo de n afios
tendremos un montante de: Cp(1.12)".

Si lo capitalizamos por trimestres al tanto i, al cabo de n afios,
que son 4n trimestres, tendremos un montante de: Co(1 + is)*".

Por tanto, Go(1.12)" = Go(1 + ig)*" =

(1.12)" = (1 + i) =
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Tantos equivalentes en capitalizacion compuesta.

Ejemplo
Hallar el tanto por trimestres, iz, equivalente a un tanto anual del
12 %.

Supongamos un capital inicial Cy.

Si lo capitalizamos por afios al tanto / = 0.12, al cabo de n afios
tendremos un montante de: Cp(1.12)".

Si lo capitalizamos por trimestres al tanto i, al cabo de n afios,
que son 4n trimestres, tendremos un montante de: Co(1 + is)*".

Por tanto, Go(1.12)" = Go(1 + ig)*" =

(112)" = (1+i)" = 112=(1+4i)* =

1+i = (1.12)Y% — ;= (1.12)Y/% — 1 = 0.0287373447
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Tantos equivalentes en capitalizacion compuesta.

Ejemplo
Hallar el tanto por trimestres, iz, equivalente a un tanto anual del
12 %.

Supongamos un capital inicial Cy.

Si lo capitalizamos por afios al tanto / = 0.12, al cabo de n afios
tendremos un montante de: Cp(1.12)".

Si lo capitalizamos por trimestres al tanto i, al cabo de n afios,
que son 4n trimestres, tendremos un montante de: Co(1 + is)*".

Por tanto, Go(1.12)" = Go(1 + ig)*" =

(112)" = (1+i)" = 112=(1+4i)* =

1+i = (1.12)Y% — ;= (1.12)Y/% — 1 = 0.0287373447

Es decir, un 12% anual es equivalente a un 2.87 % trimestral.
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Tantos equivalentes en capitalizacion compuesta.

Vamos a deducir la relacidén existente entre el tanto por afios, i y el
tanto por k-ésimos de ano, i.

Para n ahos, debe cumplirse que:
Co(l + I)n = Co(l + ik)nk

Simplificando Cy:
(1+ )" = (14 i)™k
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Tantos equivalentes en capitalizacion compuesta.

Vamos a deducir la relacidén existente entre el tanto por afios, i y el
tanto por k-ésimos de ano, i.

Para n ahos, debe cumplirse que:
Co(l + I)n = Co(l + ik)nk

Simplificando Cy:
(1+ )" = (14 i)™k
Elevando a 1/n:

L4+ i=(1+ i)k

Esta es la relacidn existente entre los tantos equivalentes.
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Tantos equivalentes en capitalizacion compuesta.

Vamos a deducir la relacidén existente entre el tanto por afios, i y el
tanto por k-ésimos de ano, i.

Para n ahos, debe cumplirse que:
Co(l + I)n = Co(l + ik)nk

Simplificando Cy:
(1+ )" = (14 i)™k

Elevando a 1/n:

L4+ i=(1+ i)k

Esta es la relacidn existente entre los tantos equivalentes.
De aqui se puede:

e Hallar i si se conoce ix: i =(1+ ik)k —1.

@ Hallar i si conocemos i:
(14 )% =1+ iy, de donde i, = (14 i)k —1.
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Ejemplos

© Obtener el tanto mensual equivalente al 18 % de interés anual
compuesto.

Conocemos i = 0.18. Queremos hallar /5.
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Ejemplos

© Obtener el tanto mensual equivalente al 18 % de interés anual
compuesto.

Conocemos i = 0.18. Queremos hallar /5.
1+i=(1+ip)? = ip=0+)Y2-1=(118)"12-1

Es decir, el tanto mensual es 15 = 0.01388843, o sea, un
1.388843 %
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Ejemplos

© Obtener el tanto mensual equivalente al 18 % de interés anual
compuesto.

Conocemos i = 0.18. Queremos hallar /5.
1+i=(1+ip)? = ip=0+)Y2-1=(118)"12-1

Es decir, el tanto mensual es 15 = 0.01388843, o sea, un
1.388843 %

@ Obtener el tanto anual de interés compuesto equivalente al
2% semestral.
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Ejemplos

© Obtener el tanto mensual equivalente al 18 % de interés anual
compuesto.

Conocemos i = 0.18. Queremos hallar /5.
1+i=(1+ip)? = ip=0+)Y2-1=(118)"12-1

Es decir, el tanto mensual es 15 = 0.01388843, o sea, un
1.388843 %

@ Obtener el tanto anual de interés compuesto equivalente al
2% semestral.

Tenemos que i = 0.02 y queremos hallar /.
14i=(1+h)>dedonde: i=(1+i)>—1=(1.02)>—-1

Es decir, el tanto anual es i = 0.0404, o sea el 4.04 %
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Tanto nominal

Es un tanto tedrico que se obtiene multiplicando la frecuencia de
capitalizacién, k, por el tanto i.

El tanto nominal se suele representar por ji y, segiin hemos dicho,
se define como:

dedonde ="

Por ejemplo, si hablamos de un 6 % nominal (anual) capitalizable

por semestres, (j» = 0.06), en realidad lo que estamos diciendo es

] 0.06
que capitalizamos al 3% semestral (i :152 =— = 0.03).

Esto equivale a un tanto efectivo anual del 6.09 %.
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Tanto nominal.

Ejemplo

Si nos hablan de un tipo de interés nominal (anual) del 8 %,
capitalizable trimestralmente, ;qué significa?
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Tanto nominal.

Ejemplo

Si nos hablan de un tipo de interés nominal (anual) del 8 %,
capitalizable trimestralmente, ;qué significa?

Lo que realmente significa es que el interés se abona
trimestralmente, a razén de

8%

i 2 % trimestral

H 0
i _8% _ 5o

0] , el dat ==
Sea, e ato es que g 2 2
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Tanto nominal.

Ejemplo

Si nos hablan de un tipo de interés nominal (anual) del 8 %,
capitalizable trimestralmente, ;qué significa?

Lo que realmente significa es que el interés se abona
trimestralmente, a razén de

8%
4
O sea, el dato es que iz & Sl = 2%.
4 4
¢ Cudl seria el interés efectivo anual?
El tipo de interés equivalente anual, i, se obtiene:

= 2% trimestral

1+i=1+i)* = i=(14+002)*—1=0.0824322

Es decir, i = 8.24%.
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Debe quedar claro que el dato del interés nominal (T.I.N.) tiene
que ir acompaiado del dato de cudl es el periodo de capitalizacién
(mensual, trimestral, ...)

Si no hay caracteristicas comerciales (gastos adicionales que surgen
en una operacién financiera, fundamentalmente comisiones), el
interés efectivo anual de interés compuesto es exactamente lo
mismo que la llamada T.A.E. (tasa anual equivalente).

Pero si hay comisiones, hay que incluirlas en la T.A.E.

El Banco de Espafia obliga a especificar la T.A.E. en las
operaciones financieras desde el ano 1990, en que publica la norma
8/1990 sobre “Transparencia de las operaciones y proteccién de la
clientela”.
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Ejercicios resueltos

Ejercicio

Determinar el montante de un capital de 10000 euros invertido al
8 % nominal capitalizable por trimestres, siendo tres afios y medio
el tiempo que ha estado invertido.
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Ejercicios resueltos

Ejercicio

Determinar el montante de un capital de 10000 euros invertido al
8 % nominal capitalizable por trimestres, siendo tres afios y medio
el tiempo que ha estado invertido.

El dato es el tanto nominal j; = 0.08, lo que significa que el tanto
trimestral es iy = 0.08/4 = 0.02.
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Ejercicios resueltos

Ejercicio

Determinar el montante de un capital de 10000 euros invertido al
8 % nominal capitalizable por trimestres, siendo tres afios y medio
el tiempo que ha estado invertido.

El dato es el tanto nominal j; = 0.08, lo que significa que el tanto
trimestral es iy = 0.08/4 = 0.02.

Usamos la férmula C, = Co(1 + /)", con
Co = 10000

i =0.02 (trimestral)

n = 14 (trimestres)

Entonces

C, = 10000(1 + 0.02)'* = 10000 (1.31948) = 13194.8

Alternativamente, también se puede resolver el problema por afios.
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Ejercicios resueltos

Ejercicio

(Alternativa: Resolvemos el mismo ejercicio por afios.)
Lo primero es calcular el tanto de interés anual equivalente a un
2% trimestral.

1+i=(1+i)* = i=(1.02)"-1=0.0824322

Entonces, y teniendo en cuenta que transcurren tres anos y medio,
el capital final sera:

C» = 10000(1 + 0.0824322)>5 = 10000 (1.31948) = 13194.8

Obtenemos el mismo resultado que antes, como era légico.

De paso, hemos comprobado que las férmulas siguen valiendo para
un ntmero de periodos fraccionario.
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Ejercicios resueltos. Un ejemplo con gastos comerciales.

Ejercicio

Pepe recibe un préstamo de 30000 euros para devolver en un solo
pago con intereses dentro de 8 afios a un tipo del 10 %.
Existen los siguientes gastos comerciales:

o Comision del 1.5%, a pagar por el prestatario (Pepe) en el
momento inicial.

@ Gastos de Notaria: 2% del préstamo, a pagar también por
Pepe al inicio de la operacion.
o Impuesto de Hacienda: 18 % de la plusvalia, a pagar por el
prestamista al final de la operacion.
Se pide calcular:

@ La T.A.E. (incluye la comisidn).

@ La tasa interna de interés para el prestatario (incluye la comisién y
los gastos de notaria).

© La tasa interna de interés para el prestamista (incluye el impuesto).

RS
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Resolviendo el ejercicio

Calculo de la T.A.E.

Pepe recibe en el momento inicial: 30000 — 0.015(30000) = 29550.
Al cabo de 8 afios devolvera: 30000(1 + 0.10)8 = 64307.7.

Entonces la T.A.E. es el tanto i de modo que:
64307.7 = 29550(1 + /)®.

Resolviendo esta ecuacién se llega a que la T.A.E. es del 10.21 %.

v
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Resolviendo el ejercicio

Calculo de la T.A.E.

Pepe recibe en el momento inicial: 30000 — 0.015(30000) = 29550.
Al cabo de 8 afios devolvera: 30000(1 + 0.10)8 = 64307.7.

Entonces la T.A.E. es el tanto i de modo que:
64307.7 = 29550(1 + /)®.

Resolviendo esta ecuacién se llega a que la T.A.E. es del 10.21 %.

v

Resolviendo la ecuacidn:
29550(1 + i)® = 64307.7 —
11— (64307.7

29550
i = 0.10208

1/8
> =1.10208 —
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Resolviendo el ejercicio

Calculo de la tasa interna de interés para el prestatario.

Teniendo en cuenta no sélo la comisién, sino también los gastos de
notaria,

Pepe recibe en el momento inicial:
30000 — 0.015(30000) — 0.02(30000) = 28950.

Al cabo de 8 afios devolvera: 30000(1 + 0.10)% = 64307.7.

La tasa interna para el prestatario es el tanto i, de modo que:
64307.7 = 28950(1 + iy)8.

Resolviendo esta ecuacién, sale que i, = 10.49 %.
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Resolviendo el ejercicio

Calculo de la tasa interna de interés para el prestamista.

Recibe al cabo de 8 afios: 30000(1 + 0.10)® = 64307.7.
Debe pagar a Hacienda: 0.18(64307.7 — 30000) = 6175.4.
Recibe “netos”: 64307.7 — 6175.4 = 58132.3.

Entregd en el momento inicial: 30000 — 0.015(30000) = 29550.

Por tanto, su tasa interna de interés sera el tanto i, de modo que:
58132.3 = 29550(1 + i,)8.

Calculando i, se obtiene que es: i, = 8.83 %.
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Un ejercicio con interés variable

Hace 5 anos Juan ingresé 1000 euros en una cuenta que ofrecia
interés variable en capitalizacién compuesta. Hallar:
© El saldo actual de esta cuenta, sabiendo que el interés de los

dos primeros afios fué el 10 %, el interés de los afios 3 y 4
fué el 11% vy el interés del quinto afio ha sido del 12 %.

© La T.A.E. de la operacion.
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Un ejercicio con interés variable

Ejercicio
Hace 5 anos Juan ingresé 1000 euros en una cuenta que ofrecia
interés variable en capitalizacién compuesta. Hallar:
© El saldo actual de esta cuenta, sabiendo que el interés de los
dos primeros afios fué el 10 %, el interés de los afios 3 y 4
fué el 11% vy el interés del quinto afio ha sido del 12 %.

© La T.A.E. de la operacion.

Solucién:
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Un ejercicio con interés variable

Ejercicio
Hace 5 anos Juan ingresé 1000 euros en una cuenta que ofrecia
interés variable en capitalizacién compuesta. Hallar:

© El saldo actual de esta cuenta, sabiendo que el interés de los
dos primeros afios fué el 10 %, el interés de los afios 3 y 4
fué el 11% vy el interés del quinto afio ha sido del 12 %.

© La T.A.E. de la operacion.

Solucién:

(a) 1000
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Un ejercicio con interés variable

Ejercicio
Hace 5 anos Juan ingresé 1000 euros en una cuenta que ofrecia
interés variable en capitalizacién compuesta. Hallar:

© El saldo actual de esta cuenta, sabiendo que el interés de los
dos primeros afios fué el 10 %, el interés de los afios 3 y 4
fué el 11% vy el interés del quinto afio ha sido del 12 %.

© La T.A.E. de la operacion.

Solucién:

(a) 1000(1 + 0.10)2
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Un ejercicio con interés variable

Ejercicio
Hace 5 anos Juan ingresé 1000 euros en una cuenta que ofrecia
interés variable en capitalizacién compuesta. Hallar:

© El saldo actual de esta cuenta, sabiendo que el interés de los
dos primeros afios fué el 10 %, el interés de los afios 3 y 4
fué el 11% vy el interés del quinto afio ha sido del 12 %.

© La T.A.E. de la operacion.

Solucién:

(a) 1000(1 + 0.10)2(1 + 0.11)?
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Un ejercicio con interés variable

Ejercicio
Hace 5 anos Juan ingresé 1000 euros en una cuenta que ofrecia
interés variable en capitalizacién compuesta. Hallar:

© El saldo actual de esta cuenta, sabiendo que el interés de los
dos primeros afios fué el 10 %, el interés de los afios 3 y 4
fué el 11% vy el interés del quinto afio ha sido del 12 %.

© La T.A.E. de la operacion.

Solucién:

(a) 1000(1 + 0.10)2(1 + 0.11)%(1 + 0.12)

Josefa M. Garcia Herndndez. Las Matematicas en la Economia.




Un ejercicio con interés variable

Ejercicio
Hace 5 anos Juan ingresé 1000 euros en una cuenta que ofrecia
interés variable en capitalizacién compuesta. Hallar:

© El saldo actual de esta cuenta, sabiendo que el interés de los
dos primeros afios fué el 10 %, el interés de los afios 3 y 4
fué el 11% vy el interés del quinto afio ha sido del 12 %.

© La T.A.E. de la operacion.

Solucién:

(a) 1000(1 + 0.10)%(1 + 0.11)%(1 4+ 0.12) = 1669.74 euros.
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Un ejercicio con interés variable

Ejercicio
Hace 5 anos Juan ingresé 1000 euros en una cuenta que ofrecia
interés variable en capitalizacién compuesta. Hallar:

© El saldo actual de esta cuenta, sabiendo que el interés de los
dos primeros afios fué el 10 %, el interés de los afios 3 y 4
fué el 11% vy el interés del quinto afio ha sido del 12 %.

© La T.A.E. de la operacion.

Solucién:
(a) 1000(1 + 0.10)%(1 + 0.11)%(1 4+ 0.12) = 1669.74 euros.
(b) 1000(1 4 /)° = 1669.74 —
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Un ejercicio con interés variable

Ejercicio

Hace 5 anos Juan ingresé 1000 euros en una cuenta que ofrecia
interés variable en capitalizacién compuesta. Hallar:

© El saldo actual de esta cuenta, sabiendo que el interés de los
dos primeros afios fué el 10 %, el interés de los afios 3 y 4
fué el 11% vy el interés del quinto afio ha sido del 12 %.

© La T.A.E. de la operacion.

Solucién:
(a) 1000(1 + 0.10)%(1 + 0.11)%(1 4+ 0.12) = 1669.74 euros.

(b) 1000(1 4 /)° = 1669.74 —
o _ (166974
— \ 1000

1/5
) —1 = 0.1079745 —
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Un ejercicio con interés variable

Ejercicio

Hace 5 anos Juan ingresé 1000 euros en una cuenta que ofrecia
interés variable en capitalizacién compuesta. Hallar:

© El saldo actual de esta cuenta, sabiendo que el interés de los
dos primeros afios fué el 10 %, el interés de los afios 3 y 4
fué el 11% vy el interés del quinto afio ha sido del 12 %.

© La T.A.E. de la operacion.

Solucién:
(a) 1000(1 + 0.10)%(1 + 0.11)%(1 4+ 0.12) = 1669.74 euros.
(b) 1000(1 4 /)° = 1669.74 —

1669.74\ V/°
| = —1 = 0.1079745 —
i 1000 ) 0.1079745
i =10.797%
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Descuento

Capitalizacion: Sustitucién de una capital inicial, Gy, por otro
capital en el futuro, C,.

Descuento: Sustitucién de un capital futuro, C,, por un capital
actual, G.

Ejemplo

Maria tiene tiene un pagaré que le abonara 1000 euros dentro de
un afo.

Como necesita el dinero con urgencia, va a un Banco a ver cuanto
dinero le puede dar ahora por su pagaré.

El Banco le dice que aplica una tasa de descuento del 20 % anual.

Eso significa que le quita el 20 % de los 1000 euros, es decir, 200
euros y, en consecuencia, le abona 1000 — 200 = 800 euros por su
pagaré.
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Descuento

O sea, el Banco paga 800 euros y recibe a cambio 1000 dentro de
un afo.

Pregunta:

i Cuadl es el tipo de interés que cobra el Banco en esta operacién?

Pista: no es el 20 %.
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Descuento

O sea, el Banco paga 800 euros y recibe a cambio 1000 dentro de
un afo.

Pregunta:

i Cuadl es el tipo de interés que cobra el Banco en esta operacién?

Pista: no es el 20 %.
Soluciéon: (Cy; = 800. (C; = 1000.
1000 = 800(1+/) = 14i=1000/800=1.25 = =0.25

Es decir, el descuento del 20 % realmente representa un interés del
25%.
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Un ejemplo similar

Ejemplo

En cierta tienda me hacen un descuento de un 20 % si compro hoy
cierta lavadora.

Si la compro mafiana, la pagaré a su precio normal, que es 1000
euros.

.En qué porcentaje sube el precio de la lavadora si la compro
mafiana en vez de hoy?
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Un ejemplo similar

Ejemplo

En cierta tienda me hacen un descuento de un 20 % si compro hoy
cierta lavadora.

Si la compro mafiana, la pagaré a su precio normal, que es 1000
euros.

.En qué porcentaje sube el precio de la lavadora si la compro
mafiana en vez de hoy?

En un 25 %.

(La rebaja es de 200 euros.
Representa un 20 % de 1000, pero un 25 % de 800.)

Josefa M. Garcia Herndndez. Las Matematicas en la Economia.



Una curiosidad matematica: el interés continuo

Un mismo tanto nominal anual de interés, j, dependiendo de que
se capitalice por semestres, por trimestres, por meses, por dias,
representa distintos tantos efectivos.

Por ejemplo, un 12 % nominal, si se capitaliza por semestres es un
6 % semestral, pero si se capitaliza por meses es un 1% mensual,
que representa un mayor interés efectivo.

(Un 6 % semestral equivale a un tipo anual efectivo de
i=(140.06)—1=1236%)

(Un 1% mensual equivale a un tipo anual efectivo de
i=(14+001)2—-1=12.68%)

.Y si se capitaliza ya no por meses, sino por dias, horas, minutos,
segundos, etc. ?
i Cudl es el limite de los correspondientes tantos efectivos?
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Una curiosidad matematica: el interés continuo

Supongamos que ¢ es un tanto nominal y que el afio se divide en k
periodos. Entonces el tanto efectivo anual, /, se calcula como

. 5\ X . 5\ X
1+/—<1+k> — l—<1+k> —1

Si hacemos que k — oo, tenemos

5\ * 1 )59
im (1+-) —1= lim (1+— —1=e€ -1
Por tanto, en el limite, el tanto efectivo anual es: i = &% — 1.
En otras palabras, 1 + i = e’

Por tanto, el capital al cabo de n afios es:
Ch = Go(14 )" = Goe™

¢ se dice que es el tanto anual de capitalizacion continua.

Equivale a un tanto anual i de interés compuesto.
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Una curiosidad matematica: el interés continuo

Capitalizacion continua

C, = Ge™

Esta es la férmula para la capitalizacién continua, siendo ¢ la tasa
de interés continuo y n el nimero de afios.
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Una curiosidad matematica: el interés continuo

Ejemplo

.En cuanto se convierten 1000 euros colocados durante tres afios a
una tasa de interés del

Q 12% anual efectivo.

@ 12 % nominal capitalizable mensualmente.
© 12 % nominal capitalizable diariamente.
Q 12 % continuo.
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Una curiosidad matematica: el interés continuo

Ejemplo

.En cuanto se convierten 1000 euros colocados durante tres afios a
una tasa de interés del

Q 12% anual efectivo.

@ 12 % nominal capitalizable mensualmente.
© 12 % nominal capitalizable diariamente.
Q 12 % continuo.

Solucioén:
© 1000(1 +0.12)3 = 1404.93 euros.
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Una curiosidad matematica: el interés continuo

Ejemplo

.En cuanto se convierten 1000 euros colocados durante tres afios a
una tasa de interés del

Q 12% anual efectivo.

@ 12 % nominal capitalizable mensualmente.
© 12 % nominal capitalizable diariamente.
Q 12 % continuo.

Soluciodn:
© 1000(1 +0.12)3 = 1404.93 euros.
0.12 3x12
@ 1000 <1 + 12) = 1430.77 euros.
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Una curiosidad matematica: el interés continuo

Ejemplo

.En cuanto se convierten 1000 euros colocados durante tres afios a
una tasa de interés del

Q 12% anual efectivo.

@ 12 % nominal capitalizable mensualmente.
© 12 % nominal capitalizable diariamente.
Q 12 % continuo.

Solucioén:
© 1000(1 +0.12)3 = 1404.93 euros.
0.12) 3¥12
@ 1000 <1 + 12) = 1430.77 euros.
0.12 3%365
© 1000 <1 + 365) = 1433.24 euros.
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Una curiosidad matematica: el interés continuo

Ejemplo

.En cuanto se convierten 1000 euros colocados durante tres afios a
una tasa de interés del

Q 12% anual efectivo.

@ 12 % nominal capitalizable mensualmente.
© 12 % nominal capitalizable diariamente.
Q 12 % continuo.

Solucioén:
© 1000(1 +0.12)3 = 1404.93 euros.
0.12) 3¥12
@ 1000 <1 + 12) = 1430.77 euros.
0.12 3%365
© 1000 <1 + 365) = 1433.24 euros.

© 1000 e%12%3 — 1433.33 euros.
© Josefa M. Garcia Hernindez. | Las Matematicas en la Economa,




Una curiosidad matematica: el interés continuo

Si 6 = 0.12, jcudl es el tanto i equivalente?
e =1+
e® = €012 = 1.1275.

Entonces i = 0.1275, es decir, el 12.75%

Josefa M. Garcia Herndndez. Las Matematicas en la Economia.



Un ejemplo interesante

Ejemplo

Manolo va a matricularse dentro de un ano en un master de dos
anos de duracién que le costara 30000 euros por curso.

Su padre quiere ingresar hoy en un Banco una cantidad G, tal que
le permita hacer frente a los dos pagos.

i Cudl debe ser dicha cantidad si el Banco le ofrece un 8% de
interés anual compuesto?

El esquema de la operacién es:

|

[
0
Co
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30000 30000
| |

| 1 1
0 1 2
Co

El capital ingresado hoy en el Banco, C, debe ser equivalente a los
dos capitales que necesitard sacar de la cuenta los dos préximos
afios. Planteamos esta equivalencia en el momento actual (t = 0):

C, = 30000(1 + /)~ +30000(1 + /)2

(Trasladamos los dos capitales de 30000 euros al momento actual)
Entonces C, = 30000(1.08)~! + 30000(1.08)~2.
Es decir, ’ C, = 53497.94‘ euros.
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Un comentario sobre el ejemplo anterior

En el ejemplo anterior, jhabria dado igual plantear la equivalencia
en otro momento, digamos t = 27
Comprobamos que si:

30000 30000
| |

| 1 1
0 1 2
Co

En t = 2, el planteamiento de la equivalencia es:
Co(1+ i)2 = 30000(1 + /) + 30000 ()

30000(1.08) + 30000
(1.08)2

Entonces Cp = = 53497.94 (como antes)
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Un comentario sobre el ejemplo anterior

En el ejemplo anterior, jhabria dado igual plantear la equivalencia
en otro momento, digamos t = 27
Comprobamos que si:

30000 30000
| |

| 1 1
0 1 2
Co

En t = 2, el planteamiento de la equivalencia es:
Co(1+ i)2 = 30000(1 + /) + 30000 ()

30000(1.08) + 30000
(1.08)?
(%) Observe que si multiplica esta expresién por (1 + i)~2 obtiene

exactamente el planteamiento que se hizo anteriormente, en t = Q.
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Otro comentario sobre el ejemplo anterior

Hemos visto que 30000 euros del afio 1 mas otros 30000 euros del
afno 2 equivalen, para un 8% de interés anual, a 53497.94 euros en
el afio 0. Veamos cémo ocurre esto.

El padre de Manolo ingresa hoy los 53497.94 euros.

Dentro de un afo el saldo de la cuenta sera:

Saldo; = 53497.94(1.08) = 57777.78 euros

Entonces retira los 30000 que necesita y deja en la cuenta
27777.78 euros.
Esto se transforma un afio después, o sea, dentro de dos afios, en:

Saldop = 27777.78(1.08) = 30000 euros

Estos 30000 euros se retiraran para pagar la matricula del segundo
y quedard la cuenta sin saldo.
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Una renta es un plan financiero formado por pagos regulares.

Por ejemplo, un plan de ahorros, en el cual se va formando un
capital mediante pagos sucesivos para disponer de él en un futuro.

O una imposicién tnica grande que dé derecho a cobrar una renta
mensual por un plazo limitado o ilimitado de tiempo.
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El esquema de una renta constante y pospagable es el siguiente:

Pagos

| | | |
) { x x T
Periodos

0 1 2

Los términos de la renta (todos iguales a C en este caso) se
llaman también pagos o anualidades.

Josefa M. Garcia Herndndez.

Las Matematicas en la Economia.



El esquema de una renta constante y pospagable es el siguiente:

Pagos

| | |
. {
Periodos

0 1 2 3 n

Los términos de la renta (todos iguales a C en este caso) se
llaman también pagos o anualidades.

De una tal renta interesa calcular:

Valor final: Valor al final de la operacién, es decir, en el momento
n.

Valor actual: Valor al inicio de la operacién, es decir, en el
momento 0.
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Valor final de una renta

Invertimos 100 euros al final de cada afio, durante 5 afios, en una
cuenta que paga intereses del 10 % compuesto anual, jcudnto
dinero tendremos acumulado al cabo de los 5 afios?

Este es el valor final de la renta.
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Valor final de una renta

Invertimos 100 euros al final de cada afio, durante 5 afios, en una
cuenta que paga intereses del 10 % compuesto anual, jcudnto
dinero tendremos acumulado al cabo de los 5 afios?

Este es el valor final de la renta.

El siguiente esquema resume la situacion.

100(1.10)*
. 100(1.1033
100(1.10)2 | La suma es el
’—> 100(1.10 valor final de
P. la renta
€6 100 100 100 100 100
Periodo$ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ >
afios) 0 1 2 3 4 5
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Valor final de una renta

Por tanto, el valor final buscado es
Vfinar = 100 + 100(1.10) + 100(1.10)2 + 100(1.10)3 + 100(1.10)4
es decir,

Viinal = 100 (1 + (1.10) + (1.10)? + (1.10)* + (1.10)*)
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Valor final de una renta

Por tanto, el valor final buscado es
Viinas = 100 + 100(1.10) + 100(1.10)? + 100(1.10)* + 100(1.10)*
es decir,

Viinat = 100 (1 4 (1.10) + (1.10) + (1.10)3 + (1.10)*)

Teniendo en cuenta que los sumandos entre paréntesis estan en
progresién geométrica de razén r = 1.10,
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Valor final de una renta

Por tanto, el valor final buscado es
Viinas = 100 + 100(1.10) + 100(1.10)? + 100(1.10)* + 100(1.10)*
es decir,

Viinat = 100 (1 4 (1.10) + (1.10) + (1.10)3 + (1.10)*)

Teniendo en cuenta que los sumandos entre paréntesis estan en
progresion geométrica de razén r = 1.10, y que la férmula para

calcular la suma de n términos consecutivos de una progresién
n

, siendo a el primer término, se tiene

geométricaes S = a 1
que
1—(1.10)°

Viinal = 100 ———=7

= 610.51
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Valor final de una renta

En general, el valor final de una renta pospagable de n términos,
todos del mismo valor C, a una tasa de interés i por periodo, se
calcula como

Vinat = C(L+ (1 + D)+ 0+ 4+ @1+

La suma de los n términos entre paréntesis, puesto que forman una
progresién geométrica de razén (1 + i), se calcula como

1— (14 )" o @+)—1
—————— o, meor —2F——
1—(141) i

Este valor se suele expresar como sy|;. Representa el valor final de
una renta pospagable de término constante igual a 1 euro, durante
n periodos, a una tasa de interés i por periodo.
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Valor final de una renta

Entonces, el valor final de nuestra renta de n términos constantes,
todos ellos iguales a C, se calcula como

Viinal = C - s5; = C <(1+I)_1> J

I

Josefa M. Garcia Herndndez. Las Matematicas en la Economia.



Ejemplo

Se depositan 500 euros al final de cada trimestre durante 6 afios en
una cuenta que paga el 8 % nominal anual, convertible
trimestralmente.

@ ;Cual sera el valor final de la renta al cabo de los 6 afios?

@ Si se mantiene ese dinero en la cuenta durante 9 meses mas
en los que sigue vigente la misma tasa de interés, jcudnto
dinero se retirara?

El tipo de interés es el 8%/4 = 2% trimestral.
El ndmero de términos es 6(4) = 24.

1+)"—1 1.02)% —1
Viinal = 500 <(+’)> = 500 <(0)> — 15210.93 euros

i 0.02

Si se mantiene durante 9 meses, es decir, tres trimestres mds, su
valor se multiplica por (1.02)3. Serd entonces
15210.93(1.02)3 = 16142 euros.
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Una pareja joven quiere ahorrar 15000 euros durante los siguientes
5 afnos y luego usar esa cantidad como entrada para la compra de
un piso. Para lograrlo, jcudnto dinero debe depositar al final de
cada trimestre en una cuenta que abona intereses a una tasa del
5% nominal compuesto trimestralmente?

Se trata de una renta pospagable.

El tipo de interés es el 5%/4 = 1.25% trimestral.
El nimero de términos es 5(4) = 20 (trimestres).
Conocemos el valor final, 15000 euros.

Queremos hallar la anualidad (trimestralidad), C

(1+i)"—1 I Vinal
Viinal = E— S I ee—
final C< : = C A1 =

.012 1
= C = (10_(: 0.3125)52(?0_01 = 664.81 euros al trimestre
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Valor actual de una renta

Para una renta constante pospagable, en la que, por tanto, el
primer pago se produce a final del primer periodo, el valor actual es
el valor al inicio del primer periodo, es decir, en el momento t = 0.

Esquematicamente:

C(1+ i),
C(1+i)=3,
C(1+ )2
C(1+ i)‘1<—‘
C C C C
| | | | |
{ w w w w
0 1 2 3 n
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Valor actual de una renta

Por tanto, el valor actual de la renta se calcula como

Vacuar = C(L+ i)+ COLHI) 2o CL+ )
es decir,

Vactual = C (L4 4 (L +) 24+ (1+1)")

Los sumandos en el paréntesis forman una progresion geomética de
n términos y razén r = (14 i)~L. Por tanto, la suma es

El valor entre paréntesis se denota por ap|;. Representa el valor
actual de una renta pospagable de término constante igual a 1
euro, con n términos, y un tanto de interés i por periodo.
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Valor actual de una renta

En resumen, el valor actual de una renta de n términos constantes,
todos ellos iguales a C, se calcula como

Vactual =C- anli = C <1_(1+I)_> J

1
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Valor actual

Al cumplir 65 afios el seiior Pérez desea depositar una cantidad de
dinero en un Banco que a cambio le pague una anualidad de 5000
euros durante cada uno de los préximos 10 afios. El primer pago lo
recibird al cumplir 66 afios. El tanto de interés pactado es del 7%
anual. j Cudl es la cantidad que debe depositar?

Josefa M. Garcia Herndndez. Las Matematicas en la Economia.



Valor actual

Al cumplir 65 afios el seiior Pérez desea depositar una cantidad de
dinero en un Banco que a cambio le pague una anualidad de 5000
euros durante cada uno de los préximos 10 afios. El primer pago lo
recibird al cumplir 66 afios. El tanto de interés pactado es del 7%
anual. j Cudl es la cantidad que debe depositar?

Calcular lo que debe depositar es hallar el valor actual de la renta
que desea percibir.
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El valor actual es:

1— (140"
Vactwal = 5000 - a5, = 5000 ( 1=+ )

/

O sea,

1—(1+0.07)71°
0.07

Victuar = 5000 ( ) = 35117.9 euros

Para recibir la renta deseada, el senor Pérez debe depositar hoy
35117.9 euros en el Banco.

Josefa M. Garcia Herndndez. Las Matematicas en la Economia.



Valor actual

Ejemplo

Una pareja ha recibido una herencia de 100000 euros. Con ella
quieren constituir una renta que cobraran a finales de cada
trimestre durante los préximos 6 afios (mientras sus hijos estaran
en la universidad). Si la cuenta paga un interés del 7% nominal
compuesto trimestralmente, jde qué cuantia seran los pagos
trimestrales que recibirdn?

Los 100000 euros constituyen el valor actual de la renta.
Queremos hallar el pago, C. Para ello,

I X Vactual

1 (1+7)"
' 1—(1+i)"

)

Vactuat = C ( > - C =

.01 1
— (C = 10_0(175)_30(1)3;)%24 = 5138.57 euros trimestrales
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Ejemplo interesante

Supongamos que en la compra de una lavadora cuyo precio es de
550 euros nos proponen pagar 150 euros al contado y 80 euros
trimestrales durante 6 trimestres. ; Qué interés anual nos cobran
por el pago aplazado?

Los 6 pagos trimestrales de 80 euros constituyen una renta
pospagable cuyo valor actual sera

1—(14i)®

80 ag;, = 80 .

donde iy es el tanto trimestral de interés.

Josefa M. Garcia Herndndez. Las Matematicas en la Economia.



Ejemplo interesante

Supongamos que en la compra de una lavadora cuyo precio es de
550 euros nos proponen pagar 150 euros al contado y 80 euros
trimestrales durante 6 trimestres. ; Qué interés anual nos cobran
por el pago aplazado?

Los 6 pagos trimestrales de 80 euros constituyen una renta
pospagable cuyo valor actual sera
1—(14is)°
80-a2-. — 80- #

6|ia i

donde iy es el tanto trimestral de interés.

Entonces, debe ser

400 1—(14i)"% .

:>ag‘,-4:%:5:> i

Resolviendo esta ecuacién (con Mathematica, Excel o
WolframAlpha, por ejemplo) se obtiene que iy = 0.0547179.

550 = 150+80- ag

lia
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Continuacién

El tanto trimestral es iy = 0.0547179.

Para hallar el tanto anual, usamos que
14+i=(1+1i)* dedonde i=(1+0.0547179)* —1 =0.2375

En resumen, el tanto de interés anual es el 23.75 %.
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Relacion entre el valor final y el valor actual

Hemos visto que, para una renta constante:

Viinat = C - sz = C <(1+I)_1

: (valor en t = n).
i

Vactual = C-am; = C <1_U+I)_> (valor en t = 0).
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Relacion entre el valor final y el valor actual

Hemos visto que, para una renta constante:

C C C C
| | | | |
[ [ [ [ [
0 1 2 3 n
1+40)"-1
Vfinal = C - s5; = C (( i I.) (valor en t = n).
i

Vactual =C- aﬁ|i

1—(1+4)""
C <(+I)> (valor en t = 0).
I
Podemos observar que

Viinat = C ((1+//)”—1> = C(1+1)" <1_(1+,)—n> =

]
(1 + ’)n : Vactual
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Relacion entre el valor final y el valor actual

Se tiene, pues, Vinar = (14 1)" - Vactual-

Es decir, el valor final se puede calcular alternativamente como
resultado de capitalizar el valor actual durante los n periodos.

En particular, sz; = (1+ 7)"ap;

i Cémo se calcularia el valor de la misma renta en el momento
t=17
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Relacion entre el valor final y el valor actual

Se tiene, pues, Vinar = (14 1)" - Vactual-

Es decir, el valor final se puede calcular alternativamente como
resultado de capitalizar el valor actual durante los n periodos.

En particular, sz; = (1+ 7)"ap;

i Cémo se calcularia el valor de la misma renta en el momento
t=17

(1 + i) : Vactua/

(“trasladamos” el valor actual de t =0 a t =1)
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Rentas prepagables

Una renta se dice prepagable si el primer pago tiene lugar a
comienzos del primer periodo.

Asi, una renta de n términos constante y prepagable es,
esquematicamente:

C C C C
;
0 1 2 n-1 n

(Pagar al principio de un periodo se considera equivalente a pagar
al final del periodo precedente)
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Rentas prepagables

Una renta se dice prepagable si el primer pago tiene lugar a
comienzos del primer periodo.

Asi, una renta de n términos constante y prepagable es,
esquematicamente:

C C C C
|
[
0 1 2 n-1 n

(Pagar al principio de un periodo se considera equivalente a pagar
al final del periodo precedente)

Si calculdramos el valor actual “como” si la renta fuera

pospagable, nos daria el valor en el momento t = —1.
Para obtenerlo en el momento t = 0, basta multiplicarlo por
(L+1).
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Rentas prepagables

Es decir, para una renta prepagable:

Vactual =C <1_(1,+I)_> (1+i) = Caﬁ|i(1+i)

De manera andloga,

Viinat = C (W) (1+1i) = Csqi (1+1)
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Resumen de férmulas

Para rentas constantes:

Valor actual Valor final
Pospagables C-ap; C - s
Prepagables || C-ap;-(1+17) | C-sq;-(1+1)

donde C es el término constante de la renta, i el tanto de interés,
n el nimero de términos y

1—(1+i)" 1+i)"—-1
%i:(l-)v %i_(g
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Rentas perpetuas

Las rentas vistas hasta ahora tienen un nimero finito de términos.

Se puede decir que son rentas temporales para distinguirlas de las
rentas perpetuas, que tienen un ndmero infinito de términos.

En la practica, se considera como perpetua cualquier renta con un
numero grande e indefinido de términos, como puede ser el alquiler
de una casa seglin un contrato de renta antigua, o los ingresos por
la explotacién de una finca ristica.

El siguiente esquema representa una renta constante, perpetua y
pospagable.
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Valor actual de una renta perpetua

Para una renta perpetua, no cabe hablar de valor final, pero si de
valor actual.

El valor actual de la renta perpetua se define como el limite
cuando n tiende a infinito del valor actual de la renta temporal
formada por los n primeros términos. O sea,

) 1—(14+4i)~"
Vactual = n||—>n<;oC #

)
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Valor actual de una renta perpetua

Para una renta perpetua, no cabe hablar de valor final, pero si de
valor actual.

El valor actual de la renta perpetua se define como el limite
cuando n tiende a infinito del valor actual de la renta temporal
formada por los n primeros términos. O sea,

— (14" 1

, 1
Victuas = lim C- =C--
n—oo I I

-l o

En definitiva, para una renta perpetua pospagable, | Ve =

Josefa M. Garcia Herndndez. Las Matematicas en la Economia.



Valor actual de una renta perpetua

Para una renta perpetua, no cabe hablar de valor final, pero si de
valor actual.

El valor actual de la renta perpetua se define como el limite
cuando n tiende a infinito del valor actual de la renta temporal
formada por los n primeros términos. O sea,
, 1—(1+4)7" 1
Vactua/ = lim C¥ =C-~
n—o0 ) I

-l o

En definitiva, para una renta perpetua pospagable, | Ve =

NOTA: Para una renta perpetua prepagable, | Vicruar =
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Valor actual de una renta perpetua

Para una renta perpetua, no cabe hablar de valor final, pero si de
valor actual.

El valor actual de la renta perpetua se define como el limite
cuando n tiende a infinito del valor actual de la renta temporal
formada por los n primeros términos. O sea,

1—(14+4i)~" 1
Vactua) = Iim C-ﬂ —C.-
n—oo I I
—_ C
En definitiva, para una renta perpetua pospagable, | Vet = —
C .
NOTA: Para una renta perpetua prepagable, | Vs = — (14 1) |.
1
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Ejemplo

Para que una persona pueda percibir al final de cada mes y por el
resto de sus dias una cierta cantidad se depositan 20000 euros en
una entidad que paga el 7% anual.

@ Calcllese la cantidad que percibira al final de cada mes.

@ Si la persona llegara a cobrar dicha cantidad durante
exactamente 30 afios, jcudl seria el valor actual de esta renta?

© Y silo hace durante 50 afios?

Se trata de una renta perpetua pospagable. Su valor actual serd

20000 = £
112

donde C serd la mensualidad que cobrard e /15 el tanto mensual de
interés.
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Ejemplo

Para que una persona pueda percibir al final de cada mes y por el
resto de sus dias una cierta cantidad se depositan 20000 euros en
una entidad que paga el 7% anual.

@ Calcllese la cantidad que percibira al final de cada mes.

@ Si la persona llegara a cobrar dicha cantidad durante
exactamente 30 afios, jcudl seria el valor actual de esta renta?

© Y silo hace durante 50 afios?

Se trata de una renta perpetua pospagable. Su valor actual serd

20000 = £
112

donde C serd la mensualidad que cobrard e /15 el tanto mensual de
interés. Lo calculamos

14+i=(14i2)? = = (1+0.07)"'2—-1=0.00565415

Entonces C = 20000 /1o = 20000 (0.00565415) = 113.83 euros
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Si la persona cobra los C = 113.84 euros mensuales durante
exactamente 30 afios (=360 meses), el valor actual es

C- 360/, = 17372.7 euros.

(Estd algo lejos de los 20000 que se pusieron)
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Si la persona cobra los C = 113.84 euros mensuales durante
exactamente 30 afios (=360 meses), el valor actual es

C- 360/, = 17372.7 euros.

(Estd algo lejos de los 20000 que se pusieron)

.Y si la cobrara durante 50 afios?. El valor actual sera

C- 3500]i, = 19321 euros.

(Esto ya esta bastante cerca de los 20000 euros)
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Préstamos

Una persona (prestamista) entrega a otra (prestatario) una cierta
suma de dinero que la segunda se compromete a reembolsar en
determinadas condiciones, pagando ademas el interés convenido.
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Préstamos

Una persona (prestamista) entrega a otra (prestatario) una cierta
suma de dinero que la segunda se compromete a reembolsar en
determinadas condiciones, pagando ademas el interés convenido.
Un préstamo se puede amortizar

@ Mediante reembolso unico.

@ Mediante una serie de pagos (renta).
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Préstamos

Una persona (prestamista) entrega a otra (prestatario) una cierta
suma de dinero que la segunda se compromete a reembolsar en
determinadas condiciones, pagando ademas el interés convenido.
Un préstamo se puede amortizar

@ Mediante reembolso unico.

@ Mediante una serie de pagos (renta).

En el segundo caso, la amorizacidén puede hacerse:

@ Mediante pagos (= anualidades) constantes (Sistema
francés).

© Mediante pagos variables en progresién aritmética o
geométrica.

© Mediante cuotas de amortizacién constantes (Sistema
italiano).

O Mediante un fondo de amortizacién (Sistema americano)
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Préstamos con anualidades constantes. (Sistema francés)

Se devuelve el préstamo mediante una renta pospagable y
con pagos constantes.

Las anualidades pagan el préstamo junto con los intereses. Cada
anualidad (C) puede descomponerse como una suma

C= I+ A

donde
Iy es la parte destinada a pagar intereses. Se llama cuota de interés.

Ak la parte destinada a pagar el capital (=principal). Se llama
cuota de amortizacion.
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Préstamos con anualidades constantes. (Sistema francés)

Un préstamo de 500 euros a pagar en cuatro anualidades mediante
el sistema francés a un tanto del 10 % anual.

Calculamos la anualidad:

500

0.1

(Redondearemos al decimal mas préximo)

Asi, la anualidad a pagar es | C = 157.7 | euros.

Josefa M. Garcia Herndndez. Las Matematicas en la Economia.



Cuadro de amortizaciéon del préstamo del ejemplo.

Ano | Pago | C. deinterés | C. de amort. | Tot. amort. | Saldo
k Cy Ii Ak M Dy
0 | | | | 500 |
1 157.7
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Cuadro de amortizaciéon del préstamo del ejemplo.

Ano | Pago | C. deinterés | C. de amort. | Tot. amort. | Saldo
k Ck Ik Ak My Dy
0 \ \ | 500 |
1 157.7 50
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Cuadro de amortizaciéon del préstamo del ejemplo.

Ano | Pago | C. deinterés | C. de amort. | Tot. amort. | Saldo
k Ck Ik Ak My Dy
0 \ | 500 |
1 | 157.7 50 107.7
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Cuadro de amortizaciéon del préstamo del ejemplo.

Ano | Pago | C. deinterés | C. de amort. | Tot. amort. | Saldo
k Ck Ik Ak My Dy
0 500
1 | 157.7 50 107.7 107.7 392.3
2 | 157.7 39.2
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Cuadro de amortizaciéon del préstamo del ejemplo.

Ano | Pago | C. deinterés | C. de amort. | Tot. amort. | Saldo
k Ck Ik Ak My Dy
0 500
1 | 157.7 50 107.7 107.7 392.3
2 157.7 39.2 118.5 226.2 273.8
3 | 157.7 27.4 130.3 356.5 143.5
4 157.7 14.4 143.3 499.8 « 500 0
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Cuadro de amortizaciéon del préstamo del ejemplo.

Ano | Pago | C. deinterés | C. de amort. | Tot. amort. | Saldo
k Ck Ik Ak My Dy
0 500
1 | 157.7 50 107.7 107.7 392.3
2 157.7 39.2 118.5 226.2 273.8
3 | 157.7 27.4 130.3 356.5 143.5
4 157.7 14.4 143.3 499.8 « 500 0

La anualidad (pago) es lo primero que hemos hallado.

A continuacidon se han calculado, fila a fila:

Iy =i Dy—q, Ak = Cx — Ik,

K
My = Z A
i—1

Dy = Dy_1 — Ax = Do — M.

Las Matematicas en la Economia.
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Préstamos con anualidades constantes. (Sistema francés)

Relacién entre las cuotas de amortizacion
oAk+1:Ak(1+i). (k:l,---,n—l).

_ C
14

Q A,

Vemos por qué.
C=lk+Ac=lkp+A1 =

= Arp1 — Ak = Ik — kg1 = iDk—1 — iDx = i(Dx—1 — Di) = iAk
Se tiene, pues, que A1 — Ax = iAx de donde Axi1 = Ax(1+1).

Por otra parte, 0 = D, = D,_1 — A,, de donde A, = D,_1.
Entonces, C = I, + Ap = iDp—1 + An = iAn + An = (1 + ) Ap.

De donde A, = 1L+,

Observacién: La primera relacién nos dice que las cuotas de
amortizacién forman una progresién geométrica de razén (1 + /).
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Ejemplos

En un préstamo de cuantia 111846 euros, que se amortiza con
anualidades constantes al 12 % de interés anual y en 10 afios,
calculese la cuota de amortizacién del afio 7.

111846 111846

La anualidad es C = = — = 19795.
910/0.12 %

La primera cuota de interés es /; = 0.12(111846) = 13421.5.
Entonces la primera cuota de amortizacién es
Ay = C— L =63735.

Teniendo en cuenta la relacién Agy1 = Ak(1 + i), tenemos que la
séptima cuota de amortizacion es:

A7 = Ar(1+ )% = 6373.5(1.12)° = 12580.2
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Préstamos con anualidades constantes. (Sistema francés)

Una observacién

En cualquier momento, la deuda pendiente (=saldo) puede
calcularse como el valor actual en dicho momento de las
anualidades pendientes de pagar. Por ejemplo,
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Préstamos con anualidades constantes. (Sistema francés)

Una observacién

En cualquier momento, la deuda pendiente (=saldo) puede
calcularse como el valor actual en dicho momento de las
anualidades pendientes de pagar. Por ejemplo,

Afo | Pago | C. deinterés | C. de amort. | Tot. amort. | Saldo
k Cy I Ak M. Dy
0 | | | [ 500 |
1 157.7
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Préstamos con anualidades constantes. (Sistema francés)

Una observacién

En cualquier momento, la deuda pendiente (=saldo) puede
calcularse como el valor actual en dicho momento de las
anualidades pendientes de pagar. Por ejemplo,

Afo | Pago | C. deinterés | C. de amort. | Tot. amort. | Saldo
k Ck Iy Ak My Dy
0 \ \ | 500 |
1 157.7 50
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Préstamos con anualidades constantes. (Sistema francés)

Una observacién

En cualquier momento, la deuda pendiente (=saldo) puede
calcularse como el valor actual en dicho momento de las
anualidades pendientes de pagar. Por ejemplo,

Afo | Pago | C. deinterés | C. de amort. | Tot. amort. | Saldo
k Ck Iy Ak My Dy
0 \ | 500 |
1 157.7 50 107.7
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Préstamos con anualidades constantes. (Sistema francés)

Una observacién

En cualquier momento, la deuda pendiente (=saldo) puede
calcularse como el valor actual en dicho momento de las
anualidades pendientes de pagar. Por ejemplo,

Afo | Pago | C. deinterés | C. de amort. | Tot. amort. | Saldo
k Ck Iy Ak My Dy
0 500
1 | 157.7 50 107.7 107.7 392.3
2 157.7 39.2
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Préstamos con anualidades constantes. (Sistema francés)

Una observacién

En cualquier momento, la deuda pendiente (=saldo) puede
calcularse como el valor actual en dicho momento de las
anualidades pendientes de pagar. Por ejemplo,

Afo | Pago | C. deinterés | C. de amort. | Tot. amort. | Saldo
k Ck Iy Ak My Dy
0 500
1 | 157.7 50 107.7 107.7 392.3
2 157.7 39.2 118.5 226.2 273.8
3 | 157.7 27.4 130.3 356.5 143.5
4 157.7 14.4 143.3 499.8 -« 500 0

Vemos en el cuadro que la deuda pendiente a finales del primer
afo, justo después de pagar la primera anualidad, es de 392.3 eur.
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Préstamos con anualidades constantes. (Sistema francés)

(Continuacién)

Pues bien, si no tuviéramos el cuadro, podemos calcular
directamente dicha deuda pendiente como el valor actual de las
tres anualidades pendientes (de 157.7 euros cada una).
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Préstamos con anualidades constantes. (Sistema francés)

(Continuacién)

Pues bien, si no tuviéramos el cuadro, podemos calcular
directamente dicha deuda pendiente como el valor actual de las
tres anualidades pendientes (de 157.7 euros cada una).

= 3923

1—(1.1)73
157.7(1)
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Caélculo de la T.A.E. de un préstamo

Ejemplo

Una pareja ha comprado un piso y un Banco le ha concedido un
préstamo hipotecario por valor de 100000 euros, que se pagara en
mensualidades constantes durante veinte afios a una tasa de
interés fijo nominal del 6 %. El Banco cobra una comisién de
apertura del 1% del valor del préstamo. Se pide:

@ Tasa de interés efectivo anual sin considerar la comision de
apertura.

@ Cuantia de la mensualidad.

© Tasa anual equivalente (T.A.E.) (se incluye la comisién).
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Caélculo de la T.A.E. de un préstamo

Ejemplo

Una pareja ha comprado un piso y un Banco le ha concedido un
préstamo hipotecario por valor de 100000 euros, que se pagara en
mensualidades constantes durante veinte afios a una tasa de
interés fijo nominal del 6 %. El Banco cobra una comisién de
apertura del 1% del valor del préstamo. Se pide:

@ Tasa de interés efectivo anual sin considerar la comision de
apertura.

@ Cuantia de la mensualidad.

© Tasa anual equivalente (T.A.E.) (se incluye la comisién).

@ EI T.I.N. del 6% significa que el interés mensual es
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Caélculo de la T.A.E. de un préstamo

Ejemplo

Una pareja ha comprado un piso y un Banco le ha concedido un
préstamo hipotecario por valor de 100000 euros, que se pagara en
mensualidades constantes durante veinte afios a una tasa de
interés fijo nominal del 6 %. El Banco cobra una comisién de
apertura del 1% del valor del préstamo. Se pide:

@ Tasa de interés efectivo anual sin considerar la comision de
apertura.

@ Cuantia de la mensualidad.

© Tasa anual equivalente (T.A.E.) (se incluye la comisién).

@ EI T.I.N. del 6% significa que el interés mensual es
. 6 %
El tanto efectivo anual sale de 1+ /= (1+ i12)12.
Por tanto, i = (14 0.005)"” —1 =16.17%
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Caélculo de la T.A.E. de un préstamo

@ Calculamos la mensualidad C:

— (14 0.005)~12x20
0.005
© Queremos hallar la T.A.E.
La comisidn de apertura es del 1% de 100000, o sea 1000

euros. Por tanto, la pareja recibe sélo 99 000 euros.
Buscamos el tanto de interés mensual /15 tal que

— (1 +ipp)~2%0
2

1
100000 = C = (C = 716.43 euros

99000 = 716.43 1

Esta ecuacién con incégnita i1 se puede resolver con
Mathematica o Excel, por ejemplo.

Sale que el interés mensual es i;p = 0.0510425.

El equivalente anual es (1 + i12)'? — 1 = 0.063.

Es decir, la T.A.E. es un .
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Préstamos con cuotas de amortizacion constantes.

(Sistema italiano)

Es el método mas simple.
Si D, es el total del préstamo y se va a pagar en n anualidades, las
cuotas de amortizacién son todas

D
Ag=A==2
n

Ademas de eso, hay que pagar la cuota de interés en cada
anualidad.

Por ejemplo, hacemos el cuadro de amortizacién de un préstamo
de 4000 euros a pagar por este sistema en 4 afios al 7% de interés
anual.

La cuota de amortizacién Ax es constante e igual a
4000/4 = 1000. Las cuotas de interés Ix se calculan como antes, Y
la anualidad serd la suma /I, + Ay.

El cuadro de amortizacién aparece a continuacion.
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Cuadro de amortizacién de un préstamo con cuotas de

amortizacién constantes. (Ejemplo)

Afo | Pago | C. de interés | C. de amort. | Tot. amort. | Saldo
k Ck I Ak M, Dy
0 4000
1 | 1280 280 1000 1000 3000
2 | 1210 210 1000 2000 2000
3 | 1140 140 1000 3000 1000
4 | 1070 70 1000 4000 0

En el ejemplo se observa que las anualidades son decrecientes en
progresidn aritmética.

En general, para un préstamo con cuotas de amortizacién
constantes, se tiene que Ciy1 = Cix — iA, donde A es la cuota
constante de amortizacién.
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i Cual es el sistema habitual de préstamos en Espafia?

Es el sistema francés, con anualidad (=mensualidad generalmente)
constante.
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i Cual es el sistema habitual de préstamos en Espafia?

Es el sistema francés, con anualidad (=mensualidad generalmente)
constante.

Pero el tipo de interés suele ser variable, revisable cada aho o cada
semestre.
Entonces, la anualidad, jes constante o no?
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i Cual es el sistema habitual de préstamos en Espafia?

Es el sistema francés, con anualidad (=mensualidad generalmente)
constante.

Pero el tipo de interés suele ser variable, revisable cada aho o cada
semestre.

Entonces, la anualidad, jes constante o no?

No. Se actualiza tras cada revision.
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i Cual es el sistema habitual de préstamos en Espafia?

Es el sistema francés, con anualidad (=mensualidad generalmente)
constante.

Pero el tipo de interés suele ser variable, revisable cada aho o cada
semestre.

Entonces, la anualidad, jes constante o no?

No. Se actualiza tras cada revision.

En el momento del préstamo, se calcula la mensualidad constante
como si el tipo de interés vigente en ese momento fuera a ser el
mismo durante todo el tiempo de vigor del préstamo.
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i Cudl es el sistema habitual de préstamos en Espana?

Es el sistema francés, con anualidad (=mensualidad generalmente)
constante.

Pero el tipo de interés suele ser variable, revisable cada aho o cada
semestre.

Entonces, la anualidad, jes constante o no?

No. Se actualiza tras cada revision.

En el momento del préstamo, se calcula la mensualidad constante
como si el tipo de interés vigente en ese momento fuera a ser el
mismo durante todo el tiempo de vigor del préstamo.

Pero, pasado digamos un afio (o el plazo estipulado), se procede a
revisar el tipo de interés.

Entonces se considera la deuda pendiente (=saldo) y se recalcula
la cuota al nuevo tipo de interés.
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i Cudl es el sistema habitual de préstamos en Espana?

Es el sistema francés, con anualidad (=mensualidad generalmente)
constante.

Pero el tipo de interés suele ser variable, revisable cada aho o cada
semestre.

Entonces, la anualidad, jes constante o no?

No. Se actualiza tras cada revision.

En el momento del préstamo, se calcula la mensualidad constante
como si el tipo de interés vigente en ese momento fuera a ser el
mismo durante todo el tiempo de vigor del préstamo.

Pero, pasado digamos un afio (o el plazo estipulado), se procede a
revisar el tipo de interés.

Entonces se considera la deuda pendiente (=saldo) y se recalcula
la cuota al nuevo tipo de interés.

Y este proceso se repite cada ano.
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Periodo de carencia

A veces se acuerda no empezar a pagar un préstamo hasta varios
periodos después.

El plazo en que no se paga préstamo, se llama periodo de carencia.

Lo habitual es que durante el periodo de carencia se paguen sélo
los intereses. La deuda pendiente permanece invariable.

Si no se pagaran ni siquiera los intereses, se acumularian a la
deuda pendiente, aumentandola.
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